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Capitolul 0

Aproximand (Stanislaw Ulam
si metoda Monte Carlo)

Este foarte posibil ca tinerii de azi sa nu-si aminteasca, dar a existat
o vreme cand matematica se facea doar cu creionul pe hartie. De fapt,
au fost dezvoltate metode puternice de calcul diferential si integral
pentruarezolva probleme complexe care necesitau calcule laborioase.
Majoritatii i se parea cu adevarat plictisitor. Fara indoiald, unora
dintre noi ne plicea acea matematica datorita rigorii ei deductive si
a capacitdtii de a obtine rezultate, dar multi simteau aversiune fata
de ea. Aceastda matematicd permitea un acces la adevaruri absolute,
la care se ajungea prin rationamente pur formale, independente
de experientd. Si matematicienii se laudau cu aceasta si-si numeau
disciplina ,stiinta exacta“

Acest lucru s-a accentuat odatd cu aparitia a ceea ce s-a numit
,matematicad moderna“, bazata pe teoria multimilor, care l-a ficut pe
David Hilbert {1845-1918) sa declare ca ,Nimeni nu ne va putea
izgoni vreodata din paradisul pe care Georg Cantor (1845-1918) l-a
creat pentru noi“. Dar tocmai acel caracter ,din alta lume” i-a facut
pe multi sd vadd matematica drept ceva foarte indepartat si striin
de vietile lor. Si, In plus, exista un obstacol: desi metodele sale erau
puternice, existau multe probleme care nu puteau fi rezolvate. Mai
bine spus, dacad scriam la intdmplare o functie complexa si incercam
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sd-i calculim integrala, cel mai probabil ar fi fost imposibil sa-i
obtinem rezultatul exact. Cu alte cuvinte, chinurile pe care le-au
suferit multi studenti pentru a rezolva integrale erau impartasite si
de matematicieni experimentati. Si nu trebuia mers prea departe.
De exemplu, daca studiem miscarea a doud corpuri care sunt atrase
de forta gravitationala conform legii lui Newton, este relativ usor sa
obtinemtraiectoriile lor, care potfi eliptice, parabolice sau hiperbolice.
Totusi, daci introducem un al treilea corp, nu este posibil sa obtinem
exact traiectoriile lor in mod general.

Matematicienii din secolele trecute erau constienti de acest
lucru si au dezvoltat metode pentru a obtine solutii aproximative.
Unele dintre aceste metode i le datordm lui Tnsusi Isaac Newton
(1642-1717). Cu toate acestea, problema cu astfel de metode era ca
necesitau un numar mare de calcule, care, desi erau simple, luate
unul cate unul, in ansamblu erau costisitoare si obositoare. In plus,
nu erau potrivite pentru a-i seduce pe cei care deja simteau aversiune
fatd de formule complexe. Sa ne gandim, de exemplu, la calculul ariei
suprafetei delimitate de o curba si axa absciselor. Stim ca integrala
functiei care defineste aceastd curba ne ofera acea arie. Dar, daca
nu stim sa rezolvam integrala, putem oricand sa impartim suprafata
respectivd in patrate mici (ceea ce se numeste ,mozaicare) si sa le
numdrdm. Totusi, pentru a obtine o aproximare bund ar trebui sa
avem pétrate foarte mici, prin urmare, ar fi foarte multe si ne-am
plictisi numarandu-le.

In anii 40, oamenii de stiinta care Incercau si dezvolte o bomba
atomicd in Laboratorul National din Los Alamos, Statele Unite, au
intAmpinat una dintre acele probleme aparent de nerezolvat pentru
a calcula difuzia electronilor in materialul din fisiune, la fel cum era
rezolvarea complexelor ecuatii integro-diferentiale care guvernau
dispersia si absorbtia neutronilor. Conform anecdotei narate de unul
dintre matematicienii care ficeau parte din echipa, lui Stanislaw Ulam
(1909-1984), in 1946, i-a trecut prin minte in timp ce juca Solitaire,
in loc sa facid o analizd combinatorici complicatd pentru a deduce
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miscirile cistigitoare, putea face mai multe teste cu cdrtile si sd numere
proportia rezultatelor obtinute. Si a crezut ca poate folosi aceeasi
metodi pentru a aborda problema la care erau blocati. Aceasta metoda
era ceea ce se numea ,esantionare statistica“, ce poate fi folositd, de
exempluy, pentru a calcula aria mentionatd anterior: plasand respectiva
suprafatd intr-un dreptunghi, am putea sa generam aleatoriu puncte
(de exemplu, folosind zaruri sau o ruletd) si sd numdram cate raman
induntru si cite in afara acestuia, astfel incat proportia dintre ele
ne-ar oferi o estimare 4 dimensiunii sale. Dar, pentru ca estimarea
sa fie fiabila, am avea nevoie de un esantion cu un numar mare de
puncte, astfel c¢d ne-am plictisi aruncand zarurile sau Invartind
roata. Totusi, la acea vreme aveau deja un calculator primitiv, ENIAC,
0 masind uriasd care era programatd prin conectare de cabluri, dar
care permitea efectuarea relativ rapidd a unui numar mare de calcule,
folosind, printre altele, un generator de numere aleatorii.

Sa presupunem, de exemplu, ca se doreste utilizarea acestei metode
pentru a calcula aria din figura 1, sub o curbd y = f (x). Primul lucru
ar fi si putem genera aleatoriu puncte in patratul de dimensiunea
20 x 20 in interiorul caruia se afla suprafata.

Existd mai multe moduri de a face acest lucru. De exemplu, am
putea avea un limbaj de programare care ar putea genera aleatoriu
un numar intre 0 si 1. Astfel incat, daca functia care-l genereaza
s-ar numi ,random () ar fi suficient sa luam x = 20 + random() si
y =20 - random(). Desigur, de fiecare data cand s-ar executa random ()
ar da, in principiu, un numir diferit, deoarece aceasta este frumusetea
generdrii de numere aleatorii. In felul acesta, am putea obtine N
puncte si am putea folosi un contor M care sa creasca intr-o unitate
de fiecare datd cand ar intilni un punct (x, y) care sa indeplineasca
y = f (x). Evaluand ca M/N probabilitatea ca punctul sa se gaseasca
in interiorul figurii, am putea estima valoarea ariei sale ca:

M 400-M

20-20-—= :
N N
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Totusi, eroarea folosind N puncte este estimata ca:

1

VN
conform asa-numitei legi a numerelor mari. Astfel ca, de exemplu, daca
2 din 4 puncte ar fi gasite in interiorul figurii si 2 in afara ei, asa cum se
arata in grafic, am avea ca estimare a ariei:

400.(%1Lj ~400-(0,5+0,5) =200+ 200.

J4

Si presupun ca va veti intreba: la ce foloseste aceasta? Raspunsul
este: la nimic. Pentru a obtine o estimare adecvata ar trebui sa ge-
neram multe puncte. Dar, daca am vrea sd o facem cu creionul pe har-
tie, de exemplu, aruncand un zar sau invartind o ruleta, nu numai ca
ne-am plictisi, dar ne-ar obosi si mana. Din acest motiv, esantionarea
statistica este utila doar folosind un computer.
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In felul acesta, generand un milion de puncte am estima eroarea in:

400 _ 400 _,,
/1000000 1000

si am putea obtine o estimare pentru aria suprafetei dupa, sa zicem,
312,8+0,4. Si, de fiecare datd cdnd am inmulti cu 100 numarul de
puncte, am putea creste precizia cu o zecimala.

Metoda de esantionare statisticd este foarte flexibila. Ar putea
fi folosita, de exemplu, pentru a estima un volum prin aproximarea
unei integrale multiple. Sau pentru a se apropia de solutia ecuatiilor
integro-diferentiale care le furau somnul lui Stanislaw Ulam i cole-
gilor sidi, incapatinati sa controleze dispersia si absorbtia neutro-
nilor pentru a obtine o bomba atomica.

Se spune cid drumul spre iad este plin de intentii bune. Totusi, si
intentiile rele (in acest caz, constructia unei arme de distrugere in
masd) pot avea, uneori, ca rezultat colateral progresul cunoasterii
umane. Cu toate acestea, Albert Einstein (1879-1955) si-a exprimat
reticenta fata de mecanica cuantica spunand ca ,Dumnezeu nu joaca
zaruri cu universul”, asa cid ne putem imagina ce ar crede despre
zarurile jucate pentru a construi o armd de distrugere in masa, in-
spiratd de teoriile sale.

Stanislaw Ulam parea sa aiba si simful umorului, ceea ce l-a
determinat si-si numeasca metoda ,Monte Carlo®, cu referire la
celebrul cazinou din Monaco. Si, avand in vedere ca orice computer
mic de astazi are mult mai multd putere de calcul decat computerele
enorme primitive de la mijlocul secolului trecut, va putetiimagina ce se
poate face: folosind tehnici de analizd numericd, bazate pe realizarea
masivd a unor calcule simple, putem ldsa repetarea plictisitoare
a acestora pe seama acestor masini, rezervand fiintelor umane sar-
cina creativi si potential distractiva de a le programa.

Continuare la p. 14

Aproximand (Stanislaw Ulam si metada Monte Carlo)

n



GENERARE DE NUMERE PSEUDOALEATORII
S| OPERATORIMONTE CARLO

| Desi am tot vorbit despre generarea de numere ,aleatorii’, pentru a evita

si - mal mult confuzia, adevarul este c&, daca nu folosim calculul cuantic.
numerels generate nu vor 1i cu adevarat aleatorii, ¢ doar asa vor parea.
Din acest motiv, daca suntem rigurosi, denumirea lor corecta ar fi ,numere
pseudoaleatorli,

O modalitate simpla de a le obtine sunt asa-numitele generatoare
congruentiale liniare, care constau in a porni de la un numar initial x, (valoare
initiald), a-linmulti cu un nuMmar intreg pozitiv a (multiplicator), a-i aduna un
alt numar intreg pozitiv b (increment), a-l impérti la un al treilea numar intreg

|'1 pozitiv m (fatd de care calculdm restul) si a lua restul impartirii intregl ca
urmatorul numar din succesiune,
Putem exprima acest lucru ca: x, =(a- x,,_, + b) modulo m.
De exemplu, daca luam x, =7,a=5b=_3m =6, vom obtine urma-
toarea succesiune:
/7
S5-7+3modulo 16 =38 modulo 16 =6
5.7+ 3 modulo 16 =38 modulo 16 =6
5-64 3 modulo 16 =33 modulo 16 =1
5.1+ 3 modulo 16 =8 modulo 16 =8
5-84+ 3 modulo 16 =43 moduio 16 =11
5-114 3 modulo 16 = 58 moduio 16 =10
51043 modulo 16 =53 modulo 16 =5
55+ 3 modulo 16 =28 modulo 16 =12
5124+ 3 modulo 16 = 63 modulo 16 =15
_ 5-15+3 modulo 16 =78 modulo 16 =14
i 51443 modulo 16 =73 modulo 16 =9
5.9+ 3 modulo 16 =48 modulo 16 =0
5-0+ 3 modulo 16 =3 modulo 16 =3
i 5-3+38modulo 16 =18 modulo 16 =2
) 5.2+ 3 modulo 16 =13 modulo 16 =13
5-13+4+ 3 modulo 16 =68 modulo 16 =4,
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apol numerele s-ar repeta, dupd ce s-au oblinut toate cele 16 resturt po-
sinile, de la O la 15, rezultate din impértirea la 16, motiv pentru care acest
generator se numeste complet.

Desigur, daca dorim sa obtinem siruri mult mai lungi de numere
.pseudoaleatorii’, care s2 pard aleatoril, fara sa se repete ciclic, va trebu
24 luam o valoare a Impartitorului m mult mai mare, alegand multiplicatorul
2 si incrementul £ In mod adecvat pentru ca numeréle sa nu se repete
orematur. lar daca dorim sa obtinem numere Intre O si 1, va fi suficient sa le
impartim ca numere rationale la m.

Pe de altd parte, si avand in vedere ca farmecul metodelor de analiza
numerica este de a incepe cu operatii simple efectuate de mai multe ori, ar fi
nteresant sa pornim de la un singur operator numit Monte Carlo, @ care in
50% dintre Incercari sa dea numarul O siin celelalte 50% séa dea numarul 1.

Asadar, pentru a obtine numere aleatorii, de exemplu, ntre O g
255=28" vafi suficient sd se combine 8 operatorl Monte Carlo. De exemplu,
233=27 420426403420 care se exprima In sistem binar ca 11101001,
s-ar obtine atunci cand cei 8 operatori Monte Carlo vor genera respectiva
succesiune de cifre de zero sl de unu (sa nu uitam: computerele functio-
neaza generand tocmal succesiuni de zero si de unuj.

Fireste, folosind mai multi operatori Monte Carlo, am putea genera alea-
oru numere mal mari,

Siinvers, folosind un generator de numere pseudoaleatotrii, am putea
simula un operator Monte Carlo, de exemplu, luand O cand ar fi par si 1 cand
ar fi impar.

Pe de altd parte, combinand operatori Monte Carlo cu operator 1ogic,
cum ar fi disjunctia (+) sau conjunctia (x], putem obtine orice probabilitate
De exemplu:

m+\

/x -~ va genera numarul 1 cu o probabilitate de 50 % x 50% = 25%.
[ M

Continuare la p. 14

Aproximand {Stanislaw Ulam si metoda Monte Carlo)



lar dacd acum luam:
[ B
%

e

" -
| m$/ \
o~

Si pentru a obtine, de exemplu, o probabilitate de 0,34375 = (Vo) +(12)4+
(V2)°. care s-ar exprima in sistem binar ca 0,010711, ar fi suficienta ,inmultirea”
prin conjunctii, respectlv, 2, 4 si 5 cperatori Monte Carlo si, in continuare,
,2adunarea’” rezultatelor sale prin disjunctil,

+ > va genera numarul 1 cu o probabilitate de 25% + 50% = 75%

T RTINS

Insa, daca lucram cu un generator de numere pseudoaleatorii, procedu-
ra obisnuita pentru a simula o anumita probabilitate va fi diferita.

Licins

54 ne imaginam, de exemplu, ca s-a estimat ¢d, atunci cand se joaca
un meci de fotbal, probabillitatea de a castiga (1) este de 50%, cea de a
pierde (2) este de

e

Astfel, voi, din noile generatii de nativi digital, ce sunteti obisnuiti
sa utilizati tot timpul computere sau smartphone-uri, puteti aborda
folosirea metodelor de analizd numerica pentru a vi juca pe aceste
dispozitive: astfel, frica de matematicd poate deveni de domeniul
trecutului, specifica oamenilor dintr-o alti epoca.

Problema este ca matematica nu mai poate fi numitd ,stiintd
exactd” dacd se are Tn vedere aceastd varianti de calcul care, in mod
normal, permite doar obtinerea de rezultate aproximative. Cu toate
acestea, tocmai acest lucru o poate face sa pard mai aproape de viata
reald, unde incertitudinea este la ordinea zilei. Dar aceasta nu este o
scuza pentru a renunta la rigoarea metodelor folosite, care trebuie
justificate in mod convingator. Chestiunea este ca o asemenea rigoare
necesita tocmai posibilitatea de a estima gradul de aproximare atins
si, prin urmare, amploarea erorilor care pot fi comise.
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30 % si cea de egalitate (x) este de 20 %. Atuncl putem prezenta aceste
probabilitati intr-un segment:

+0.1 +0.2 +0.3 +0.4 +0.5 +0.6 +0.7 +0.8 +0.9

3i, numind R variabila care ar exprima rezultatul meciului, vom genera un
numar x pseudoaleatoriu intre O si 1, si atunci:

e daca 0 < x < 0,5, atribuim lui R valoare ,1°, care reprezinta victoria;

e dacad 0,5 < x < 0,6+ 0,3, atribuim lui R valoarea ,2", care reprezinta
infrangerea;

e dacd 0,5+ 0,3 <x < 1, alribuim lui R valoarea X", care reprezinta ega-
litatea.

Si folosim rezultatul pentru a completa pariul.

Astfel c3, in acest caz, rigoarea matematica impune sa fim deosebit
de critici cu privire la rezultatele obtinute, refuzand sa le consideram
adevaruri absolute.

Trebuie subliniat ¢, intr-un fel, gandirea critica a fost intotdeauna
esentiald pentru matematic3, fiindca aceasta necesita demonstrarea
tuturor afirmatiilor sale.

in aceasti carte, care nu este un manual, multe lucruri vor trebui
prezentate fird a fi demonstrate, ilustrandu-le, cel mult, cu exemple.
Dar cum nu voi pretinde sa le acceptati ca dogme de credintd, in majo-
ritatea cazurilor le veti putea demonstra urmand rationamentele din
anexa sau consultind bibliografia, in special ghidurile mele didactice.
Totusi, in unele cazuri va trebui sa pornim de la rezultate obtinute la
alte materii (la urma urmei, matematica formeaza un sistem interco-
nectat), a caror demonstratie v-ar indeparta de subiectul acestei carti.
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Vatrebuisdaveminvedere cd orice demonstratie matematica riguroasa,
pentru a fi asa, trebuie sa fie banala sau sa poata fi descompusa intr-o
serie de pasi banali, care sa nu necesite acte de credinta pentru a-i
asuma. Tocmai aceasta se urmarea cu seria de activitati pe care elevii
mei din anul I le rezolvau la vremea lor in concordanta cu un principiu
pe care-| afirmam In miscdrile de reinnoire pedagogica din anii ‘70,
»se invatd doar ceea ce se face si care In prezent a devenit teoretic
la moda in cadrul asa-numitului ,proces Bologna“, desi restrictia mij-
loacelor disponibile universitdtilor publice ingreuneaza implemen-
tarea acestuia.

In aceasti carte vd propunem o serie de obiective specifice, care
corespund fiecaruia dintre capitolele sale.

1. Prin interpolare polinomiald vom incerca sa ghicim o curba care
trece printr-o multime de puncte.

2. Prin integrarea numericd a unei functii vom estima totalul valori-
lor dintr-o regiune.

3. Prin aproximarea numerica a solutiei unei ecuatii diferentiale vom
cauta drumul urmat de o curba cunoscind directia acesteia in fie-
care punct.

4, Siprin aproximari succesive vom cauta punctul care ne duce catre
solutia unei ecuatii.
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